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Opiniones

Entretenimientos cuadriculares bi-,tri-
y multidimensionales (II)

PABLO RUBIO PEREZ
Colegiado n° 1.588

Recordamos, como origen de esta
opinion, el problema planteado por el
colegiado Juan Francisco Martinez
Cambronero (“La Inducciéon”, Laloz,
n°327, junio 2009): la determinacion
del niimero de cuadrados que pueden
dibujarse en una cuadricula de dimen-
siones #7 X 7.

En una opinion anterior (La loz, n°
330, octubre de 2009) y en la 1* parte
publicada con este mismo titulo (Laloz,
n° 350, septiembre de 2011), hemos to-
mado el testigo con elucubraciones so-
bre esta misma cuestion bidimensional,
presentadas como “Entretenimientos
cuadriculares”, pues, como comentaba
en esa 1* parte, me habrian servido de
evasion durante viajes tediosos obliga-
dos de jubilado, atravesando Madrid.

En recorridos sucesivos, también
como distraccién y evasidén, hemos

seguido meditando y profundizando en
una extension multidimensional similar
del problema, primero en el espacio tri-
dimensional, el caso cubicular, esto es,
para un entramado cubico de dimensio-
nes 7 X n X n, y, generalizando el proble-
ma, en cualquier espacio p-dimensional,
E,, para dimensiones p>3.

Una observacion previa es el uso po-
lisémico tropico, juna sinécdoque!, que
hacemos del término dimensiéon en un
doble sentido: como indicativo de la
entidad del espacio (continente) de refe-
rencia, bi-, tri-, o p-dimensional, defini-
do por un sistema de coordenadas or-
tonormal (espacio euclideo), o como
medicion o longitud (contenido) de un
elemento unidimensional, en nuestro
caso, una arista cualquiera del hiperpo-
liedro o elemento base p-dimensional,
al que se refiere el problema.

Noviembre-Diciembre 2011 | LaVoz del COLEGIADO n° 352 31



Nuestro elemento base serd ahora,
en efecto, un hipercubo de dimension
espacial p, y dimensiones lineales 7z x n
X ... X n (p factores), en adelante, tam-
bién, un p-cubo, que en el lenguaje
matematico actual es un politopo par-
ticular regular, cuyos elementos fron-
tera de una determinada dimension,
son todos iguales y de filiacion el cua-
drado. Ademas, ambos numeros, p y
n, son independientes entre si, corres-
pondiendo, cada uno de ellos, a cada
una de las dos acepciones de la pala-
bra dimensién segiin nuestro comen-
tario anterior.

Prescindiremos de una justificacion
formal de la posibilidad y/o de la
construccion ideal del politopo p-cu-
bico, asi como de la definicién de las
principales propiedades de un p-cubo,
que definen bien la abstraccion geo-
métrica de este politopo concreto, lo
que excederia el objeto limitado de
esta opinidén, aunque todas ellas resul-
tan facilmente comprensibles de for-
ma intuitiva, y son de utilidad en
nuestra deduccion posterior. LLos lecto-
res mas interesados en estas cuestiones
matematicas, incluida una ampliacion
del problema con la consideracion de
una reticula y/o elementos de filiacién
el rectangulo, lo que implica mayor ge-
neralidad que la base cuadrada, pueden
seguirlas en el blog de la pagina web
personal: www.prubper.com

La cuestion que tratamos aqui es la
determinacion del numero total de p-
cubos con aristas de dimension, o sea de
longitud 7, que pueden configurarse en
el p-cubo genérico descrito, para todos
los valores posibles de ¢ (Vi,1< 7 < n),
considerandolo, ya, subdividido, como
decimos, en la reticula de n* p-cubos
elementales, en el espacio de p dimen-
siones.

La solucion del problema formulado
se obtiene mediante aplicacién del
mismo método traslacional que utili-
zamos en nuestra demostraciéon de la
solucion (I) en el n® 330 de Laloz, de
comprensién intuitiva, igualmente
sencilla.

Se facilita la visualizacidon de la de-
mostracion, analizando, primero, el

caso de un cubo de dimensiones 7 X #
X n. en el espacio tridimensional. Ex-
presada esta demostracién, de manera
mas sintética que la formulada para el
cuadrado en el citado nimero 330 de
La Toz, alli en un sentido didactico,
ahora ya superfluo, consideremos un
cubo cualquiera de dimensiones 7 X 7 X
7, incluido en el cubo total. Todos los
cubos iguales son generados mediante
traslaciones sucesivas del anterior en
las direcciones de los tres ejes coorde-
nados, siendo el numero de posiciones
posibles en cada una de estas tres di-
recciones n — 7 +1, y el nimero de cu-
bos resulta

n—i+1)x(n—i+1)x (n—i+1) =
(n—1+1)%,

debiendo efectuarse después la suma
para todos los valores de 7, 1= i < n.

La misma argumentacion se genera-
liza analogamente en el caso p-dimen-
sional en un razonamiento mas abs-
tracto, pero no mas dificil de formu-
lar, teniendo en cuenta la generacién y
propiedades de un p-cubo cualquiera,
en particular la relativa al paralelismo
de elementos, obteniéndose en defini-
tiva la formula generalizada

N (n,p) =17+ 2"+ ... + n’,

donde el sumando de lugar iz, #, es,
nuevamente, como en los casos bi y
tri-dimensional, el namero de p-cubos
con aristas de dimension 7 —17 +1.

Se obtienen las dos expresiones dis-
tintas siguientes de esta suma, cada
una con p + 1 sumandos frente a los 7z
sumandos de la suma inicial, aplican-
do ambos métodos apuntados en
nuestra primera comunicacion, y utili-
zados ya, en la primera parte de esta
segunda, en la deduccién de una for-
mula sintética para el calculo de la su-
perficie total de todos los cuadrados
con p = 2.

Primero, por las propiedades del
calculo de diferencias finitas

N(n,p)= " +h§ VSN
1) = \{h+1
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y, segundo, mediante la integracion
simbolica en nimeros de Bernouilli

N(n,p) =

p+1 nP- h+1
+ Z Byn (D)

Cualquiera de estas expresiones, en
el caso cubico, p=3, da la solucion sin-
tética muy conocida

Zz [—n n+ 1)}2

Para valores p = n tiene ventaja la se-
gunda expresion que da directamente
su ordenacion potencial polinémica,
ademas de la reduccion sensible del
numero de sumandos que supone la
propiedad siguiente de los nimeros
de Bernouilli: B21=0,:>0. Para valores
n>>p, el potencial operativo de la for-
mula (IT) es muy superior al de la for-
mula (I), por las dos razones anterio-
res y por la mayor simplicidad de sus
respectivos nimeros combinatorios.

Como informacién de erudicién
anecdotica, ilustrativa de esta superio-
ridad, afiadiremos también aqui, el si-
guiente computo rapido, que realizo,
presuntuosamente, el mayor de los
hermanos Bernouilli, Jacob (1.654-
1.705), matematico genial, y también
soberbio, jen menos de 10 minutos y
sin necesidad de ninguna moderna
computadora!, mediante aplicaciéon de
su propio método reflejado en la ulti-
ma formula anterior,

p+1

1042'%...+1000"°=
=91.409.924.241.424.243.424.241.
924.242.500,

dejando en simple intento voluntarioso,
el denodado esfuerzo anterior de Ismael
Bullialdus, para el calculo de la suma de,
sOlo, las seis primeras potencias.

Puede plantearse, asimismo, una ex-
tension del problema, aplicada a volua-
menes, similar a la resuelta sobre areas
en la 1* parte de esta opinion. Esto es,
la determinacién de la féormula mas
simple del volumen total de todos los
cubos que pueden formarse en una
reticula cubica.

En principio, habria yo pensado ani-
mar a la obtencion de esta féormula al
lector interesado valeroso que disponga
de todo su tiempo, sin otra ocupacion
mas atrayente. Sin embargo, puesto
que esta circunstancia requerida resul-
taria, con toda probabilidad, mas que
dificil, casi imposible, he resuelto tam-
bién esta segunda cuestion, después de
un sencillo, aunque farragoso, calculo
numeérico, que da el resultado siguiente,
expresado, como en el caso cuadricular,
en la forma factorial méas reducida sin el
empleo de coeficientes irracionales ni
imaginarios,

=S P (n+1-i) =
i=1

4—;0><n(n+1)(n+2)[3(n+1)4

+3(n+1)* +10]

La obtencion de esta formula de
grado 7, cuya estructura factorial ha
resultado muy similar a su paralela de
grado 5 en la 1° parte anterior, ha re-
querido, eso si, ademas del uso de
(II), alguna astucia inicial para la op-
timizacién del esquema de calculo, y
final, para la obtencion de la descom-
posicion factorial. .a misma expre-
siéon podria haberse obtenido también
con un programa especifico. Aunque,
ciertamente, tal desarrollo informati-
co tendria justificacién Unica que se-
pamos, si planteado como eventual
gjercicio propuesto, en un entorno
docente. H

V(n,3)
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