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escritos a simple espacio en letra del cuerpo 12.

¢ E| idioma empleado sera el castellano.

e Seran publicadas segun el orden de recepcion en el
Colegio y ajustandose a las disponibilidades de espacio.
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El triangulo amigo: el invariante ceviano

por Pablo Rubio Pérez
Colegiado n° 1.588

Como vengo repitiendo con fruicion, la figura del tridngulo, sim-
bolo de creatividad permanente en ciencias y artes, anterior a
la construccién de las Piramides, ha sido la mas estudiada por
gedmetras de todos los tiempos. En los afios mas que lejanos,
mediados del siglo anterior, de preparacién para el ingreso en
nuestra vieja Escuela de Retiro, entonces anhelada y ahora
afnorada, el texto de Rouché-Comberousse, una de las herra-
mientas imprescindibles para el asalto, suponia un excelente
compendio del conocimiento geométrico mas actualizado en
su momento, que incluia en su Premiére Partie, Géométrie Pla-
ne, la Note lll, Sur la géométrie récente du triangle, ilustrada
con excelentes graficas complejas, hoy valiosas, que sufrimos
primero por inabordables y disfrutamos mas adelante, una vez
consolidada la imprescindible formacién matematica.

En esta etapa postrera de vida, liberado, como decia Platén
en su senectud, de una multitud de tiranos, aunque sometido
a la crueldad de la enfermedad innombrable de la persona
querida y, mas que necesaria, imprescindible, tras nuestros
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ya 54 afios de vida en comun, el triangulo sigue siendo el
amigo generoso Y callado, venero inagotable que me procu-
ra con sus descubrimientos momentos, sélo momentos, de
evasion intelectual, que no sentimental, paliativa.

En la opinion antecedente, “El triangulo mitico: la configura-
cion ceviana”, deducimos la que denominamos configuracion
ceviana en base a su propia generacion a partir de seis grupos
de tres rectas cevianas asociadas a una terna invariable de sus
parametros respectivos rf»ls que son las abcisas relativas
de los puntos de interseccion con los lados correspondientes,
cumpliéndose la condicion expresiva del teorema de Ceva,
Fplpla=11()

Reproducimos aqui nuevamente las figuras 2 y 3, conser-
vando también su numeracién anterior, que son a su vez
expresivas de la generacién y representacién de una confi-
guracion particular (9,), que venimos llamando ceviana.
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Figs.2y 3

Se establecié también en la opinion anterior la identificaciéon
de la (Fig. 3) como caso particular especial del hexagono de
Pappus, cuya singularidad se justifica con base en la segun-
da de las dos consideraciones siguientes.

En primer lugar, el conjunto de los seis puntos cevianos, se
divide en dos subconjuntos que corresponden a las asigna-
ciones de las variables r,,r,r, a los lados de manera ciclica
en cada uno de los respectivos sentidos dextrorsum/sinis-
trorsum. Resultan asi los dos triangulos respectivos Q,Q,Q,
y Q,Q,Q’, (Fig. 6), deducidos, como decimos, a través de
sendas rotaciones dextrégira y levogira de la terna rr,r,,
ilustradas en las notaciones incluidas en la (Fig. 2), y de la
simple inspeccion de los triangulos de la terna ABC, Q,Q,Q,,
Q,Q’,Q’,, se deriva que los tres triangulos tienen comporta-

mientos proyectivos simétricos y, en concreto:

Dos triangulos son tridngulos cevianos del tercero y tam-
bién triplemente homolégicos, y los centros de homologia
correspondientes son los vértices del triangulo tercero. Se
comprueba asimismo directamente que los tres triangulos
PP .P”,P,P P, PP P’ homdlogos de los tres anteriores,
representados en la (Fig. 7) de Pappus, verifican la misma
propiedad entre si. Observamos que esta propiedad triple
homolégica no se cumple, en general, en el caso de una ho-
mologia simple de un par de triangulos.

En segundo lugar, se obtienen ademas las siguientes relacio-
nes métricas, éstas especificas ya de la configuracién cevia-
na, esto es, no verificables en general en la terna triangular de
la (Fig. 7), cuya deduccién y formulaciones algébricas deta-
lladas las encontraran los interesados, como ampliacién de
esta opinién, en el blog de www.prubper.com.

Dos triangulos son triangulos cevianos del tercero para una
misma terna de valores especifica de este tercer triangulo y

asignada, de nuevo, en uno u otro sentidos ciclicos inversos.
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Figs.6y7

Laterna inicial r,r,r,, relativa al triangulo ABC, tiene sus ana-
logas, jdistintas las tres!, correspondientes a los triangulos
Q,QQ, y Q,Q,Q,, considerados sucesivamente como el
triangulo bésico de referencia, cuyos pares de triangulos aso-

ciados cevianos son ahora (ABC, Q,Q’,Q’,) y (ABC, Q,Q,Q,)

En consecuencia, las coordenadas baricéntricas absolutas
de los vértices de un triangulo, esto es, las areas de los tres
triangulos cuyos vértices son dos vértices del tridngulo base
y un vértice del triangulo ceviano seleccionado, determinan
igualmente ternas integradas por tres valores idénticos, aun-
que las correspondencias de cada valor con un lado del trian-
gulo base varian como decimos en un sentido ciclico para
cada uno de los tres vértices del ceviano.

Ademas, designando por S(ABC) el area de un triangulo y
por s(ABC) la suma de cuadrados de las longitudes de los
lados, resultan respectivamente para cada triangulo Q,Q,Q,
yQ,Q,Q

SO0 _ s(Gh) _1-x +5 —hr -Rn +rI:'r::_
S(ABC)  s(ABC) (1+n+nn) an

SIQI000) _ Q00D _ 1= r 47 —rn — i 45
S{ABC) SHABC) (1+r+nn)

Mediante aplicacién de la condicion (1), a partir de la seleccion
de cada par de valores r,,1,,r,, es obvia la comprobacién de
tres formas andlogas equivalentes, de cada uno de los dos
valores numéricos que figuran como coeficientes-funciones
del par r,,r, en los ultimos miembros de las relaciones métri-

cas (Il).

Se concluye, por tanto, la siguiente triple invariancia, que se
cumple con caracter universal en cualquier configuracion ce-
viana, esto es para una terna cualquiera r,,r,,r, que satisface
la condicion (l), motivo de la denominacién del invariante ce-
viano que hemos dado a la razon comun | ,
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1 < SUA4BC) _S100.0,) _SQQQ) )
s(4BC)  s(Q0.0,) s(QQQ)

El conjunto de las simefrias proyectivas descritas y de las
propiedades comunes relativas a areasy latriple simetriamé-
trica definida por la expresién (lll), existentes entre los miem-
bros de esta terna triangular singular, pudiera interpretarse in-
clusive por algunos en el sentido magico/mitico del triangulo
al gue nos hemos venido refiriendo en opiniones anteriores,
aplicado aqui a esta triple figura triangular desde una dimen-
sion superior alegérica, trascendida también, asi, la racionali-
dad de su propia representacion geométrica. il




